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OZET: Yapilarda, stabilite bozukluklarina tasiyici sistem ve elemanlarin burkulmasi,
P-d etkileri, digum noktalarinin hareketi ve mesnet cokmeleri sebep olmaktadir.
Stabilitesini kaybeden yapi, daha kiglk gdcme yikleri altinda tasima guclni
kaybederek kismen ya da tamamen kullamilmaz hale gelmektedir.. Tasiyici sistemin
veya elemanin ilk burkulmasindan sonra, yapinin hemen gogmeyerek tasima 6zelligini
devam ettirmesi, ileri burkulma davraniglarimin da incelenmesi biyuk ©6nem
tasimaktachr. Iste bu noktada, ileri burkulma davrars: incelenirken elde edilen yikk—
deplasman egrileri katli kritik noktalara sahip oldugu igin bu kritik noktalar: asip
yapinin yik- deplasman egrisinin sonuna kadar elde edilmesi gerekmektedir. Ozellikle
son yillarda, bu konuda pek ¢ok calisma yapilmis ve yeni yontemler gelistirilmistir. Bu
calismada, yapilarin geometrik nonlineer analizi icin son zamanlarda gelistirilen
yontemlerin genel bir degerlendiriimesi yapilmis ve bu yontemlerden Arc-Length
yontemi Gzerinde durulmustur.

Anahtar Kelimeler: Geometrik Nonlineer Analiz, Stabilite, Arc-Length Y 6ntemi

ABSTRACT: When a change in the geometry of structures or structural component
under compression will result in the loss of its ability to resist loading, this condition is
called instability. Instability can lead to suddenly failure of a structure because of
system or element loss of load-carrying capacity. Therefore, instability effects must be
taken into account when one designs a structure. In geometrically non-linear analysis
there are two fundamental different types of instability behavior are closely related to
the concepts of limit point and bifurcation point on the load-displacement or
equilibrium path of structure. In this study, new solution procedures for solving
geometrically nonlinear problems with multiple limit points and snap back points in
literatures have been presented. Thus, more recently, the developments in geometrically
nonlinear structural analysis are presented.

Keywords: Geometrically Nonlinear Analysis, Stability, Arc-Length Method
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Giris

Geometrik nonlineerite, eksenel kuvvetten dolayr meydana gelen sehimleri, deforme
olmus elemamin geometrisinin degisimini, blyldk deplasmanlari, elemanlardaki lineer
elastik sekil degismeleri kapsar.Elemanlarda veya sistemde meydana gelen
deformasyonlar kigukse, instabilite etkileri ihmal edilir. Boylece, eksenel kuvvet ile
birlikte diger kesit tesirlerine maruz elemanlarda, eksenel kuvvet ve kesit tesirleri
arasindaki  etkilesim ihmal edilir.instabilite etkilerinin ihmal edildigi durumlarda
kuvvetlerle deplasmanlar arasindaki iliskiyi ifade eden [K] matrisi sabit ve lineerdir.
Eger instabilite etkileri ihmal edilmiyorsa, yani, deformasyonlar biyukse [K] nonlineer
bir matristir. Nonlineer [K] matrisi iki matristen meydana gelir.

[K7]=[K ]+[Kg] (1)

Burada [K_]; lineer elastik rijitlik matrisidir. [Kg] ise, geometrik rijitlik matrisi olarak
adlandiriimaktadir. Cesitli kesit zorlar1 ve tipleri igin degisik yaklasimlara dayanarak,
duzlem ve uzay gergeve elemanlari igin gikarilmis ve literatlire gecmistir.Denklem (1)
ile verilen [Ky] ise tangent rijitlik matrisi olarak adlandirilmaktadir. [Ky] matrisi,
dugim yuklerinin artimsal degerleri ile digim deplasmanlarimin artimsal degerleri
arasindaki iliskiyi ifade eder. Malzemenin elastik veya inelastik olmast durumuna gore,
elastik tangent rijitlik matrisi veyainelastik tangent rijitlik matrisi olarak adlandirilir.

Eleman Hareketinin Tanimlanmasu

Cerceve yapilarin geometrikgce nonlineer analizinde kullanilan esas denklemlerin
formilasyonu, ya sonlu eleman yaklasiming, yada Kiris-kolon yaklasimina dayanir.
Eleman hareketinin tammlanmasinda ise, esas olarak Lagrangian veya Euler Koordinat
sistemi  kullanilir. Sekil degistirmemis cisme bagli esken takimina Lagrangian
koordinatlari, sekil degistirmis eksen takimina ise Euler koordinatlar:
denilmektedir.Eulerian formulasyonu ise tam olarak gozden gecirilmis Lagrangian
yaklasimidir. Geometrikge nonlineer analizde kullamlan Lagrangian tammlar: Gg tiptir.
Bunlar, Toplam Lagrangian tammi, gozden gegirilmis Lagrangian tamm ve kismi
gbzden gecirilmis Lagrangian tammudir.

Y uk Deplasman Egrileri

Yap: analizinde genel olarak dort tip yuk-sehim egrisinden bahsetmek mimkinddir.
Sekil 1'de ¢esitli yuk sehim egrileri verilmistir. Bu yuk sehim egrilerinden a, b ve c "de
verilenler limit noktalara sahip egrilerdir. a da snap-through, b’ de ise snap-back egrileri
gogerilmistir. Snap-through dinamik analizde, snap-back ise statik analizde karsimiza
cikmaktadir. Burada a ve b atalet ve dinamik etkileri kapsamaktadir. Sekil 1.a'da yuk
kontrolu altinda dinamik davrams, C noktasi civarinda kuguk sontimlt salimmla kesik
Gizgiyi takip etmektedir. A 'dan C 'ye sirekli ¢izgi ise yuk kontrolu altinda dengesi
unstabil oldugunu gosterirken, deplasman kontrolti altinda stabil oldugunu gosterir.
Sekil 1.b ‘de deplasman kontroll altinda, dinamik davrans, statik olan fakat yeniden
unstabil olan esdeger siirekli ¢izgi ile A ve C arasinda kesik cizgiyi takip etmekte ya da
dinamikte kesik cizgiyi takip etmektedir. Sekil 1.c ‘de gogme, sekil 1.d ‘de ise
malzeme akmasindan dolay: duktil go¢me haline ait yik-sehim egrileri verilmistir.
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Sekil 4.1. Degisik yuk sehim egrileri (a) Snap-Through (b) Snap-Back (c) Brittle
Collopse (d) Ductule-Collopse (Crisfield,1991).

Duizlem Cerceve Elemam Icin Geometrik Rijitlik Matrisinin
Cikartilmasi

Daha once de deginildigi gibi, cerceve yapilarin geometrikge nonlineer analizinde
kullanilan esas denklemlerin formulasyonu, ya sonlu eleman yaklasimina, yada kiris-
kolon yaklasimina dayanir. Kiris-kolon yaklasiminda, stabilite teorisinden dogrudan
faydalanarak elde edilen stabilite fonksiyonlar1 kullanlir. Sonlu Eleman yaklasiminda
ise potansiyel enerji fonksiyonunun minimizasyonu esastir. Burada, virttel deplasman
prensibini kullanarak dizlem cergeve elemant igin geometrik  rijitlik matrisinin
cikartilmasi agiklanacak, siirekli ortam problemlerine girilmeyecektir.

Geometrik Nonlineer Analizde Sonlu Elaman Y aklasimi

Geometrik nonlineer analizde, sonlu elemanlar yaklasiminda, potansiyel enerji
fonksiyonunun minimizasyonu esastir. Bu noktada, potansiyel enerji fonksiyonlarinin
bitin geometrik nonlineerite durumlarii  kapsadigim ve artimsal  yUkler igin
deplasmanlart minimum yapacak sekilde minimize edildigi soyleyebiliriz. Diger
taraftan, yine geometrikce nonlineer problemlerde, sonlu eleman yaklasimu iki kisimdan
mutesekkildir. Birincisi, elemanlarla ilgili sonlu eleman formulasyonu, ikincisi, yuk-
sehim egrisinin elde edilmesi igin ¢6zim teknikleridir. Elemanlarla alakali sonlu eleman
formilasyonu, klasik matris deplasman metodu kullanilarak, instabilite etkilerinin
hesaba katilmasi igin gerekli ve geometrik rijitlik matrisi olarak adlandirilan matrisin
¢cikarilmasidir. Daha o©nceden belirtildigi gibi geometrik rijitlik matrisi, hem
bikilmeden dolayr eleman boyundaki degisimin, hem de eksenel kuvvet ve
momentlerin etkisinden dolay1 eleman esneklik rijitliklerindeki degisimi hesaba
katmaktadir.

Potansiyel enerjiye dayali sonlu eleman metodunda “Kararli Potansiyel Enerji Prensibi”
veya “Kararli Karsit Potansiyel Enerji Prensibi” olmak Uzere iki tir yaklasim soz
konusudur. Cubuk sistemler icin “Kararli Potansiyel Enerji Prensibi”ni kullanirsak, bu
matris deplasman metoduna karsilik gelir. Eger Kararli Karsit Potansiyel Enerji
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prensibini kullamrsak, bu matris kuvvet yontemine karsilik gelir. Dis kuvvetlerin etkisi
altinda dengede bir sistemin Toplam Potansiyel Enerjisi, i¢ kuvvetlerin sekil degistirme
enerjisi ile sistemi sekil degistirmeye zorlayan dis kuvvetlerin potansiyel enerjisinin
toplamina esittir.

Virtuel Deplasman Prensbini Kullanarak Duzlem Cerceve Elemam igin
Geometrik Rijitlik Matrisinin Cikartilmas (Mcguire, 2000).
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Sekil 3. Duzlem Cubuk elemanin sonlu sekil degistirmesi (Mcguire, 2000).
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Denklem (4)’ de geometrik nonlineerite ile ilgili virtiel is;
1_ “€aus  asvo U
- =—F _ opdc—=+ — <
dWmtg 2 X2 . é gdx p +dgdx o [éldx (5)
Eleman Rijitlik M atrisi icin Virtiiel Deplasman Formiilii
dw = dWext - dWint =0 (6)
W, = ¢yslei[E] {e}d (vol) (7)
vol
dW,, = § dD, F (®
i=1
{&} reel sekil degistirme, {de} virtiiel sekil degistirme, [E] elastik sabit
Oydeq[E] {e}d(vol)=§ dA, F, = &D{F} 9
vol i=1
e u
[k] = e cyen[E] {e}d (vol) (10)
Evol u
edD([k]{D} = edD({F} (11)
[k{D} ={H} (12)
L
k,]= Fo dINganga+ N glangdax (13)
0

Burada ¢N ,( veéN, ( deplasman koordinatlarina karsilik gelen sekil fonksiyonlar: ve

gNU(E veng E sekil fonksiyonlarindan sekil degistirmeye bagli olarak elde edilen
blyukluklerdir. Denklem 13'den faydalanarak diizlem cergeve eleman igin geometrik
rijitlik matrisi asagidaki gibi elde edilir.
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Geometrik Nonlineer Analizindeileri Yontemler

Geometri bakimindan nonlineer problemler genel olarak blyik sehimleri ihtiva ederler.
Bu tip problemlerde [K] rijitlik matrisi sabit degildir ve deforme olmus geometri ile
alakal1 olarak elde edilir. Geometrikge nonlineer problemlerde yik sehim egrisini
bulmak icin U¢ esas prosedir vardir. Bunlar, lineer artimsal yontemler, nonlineer
artimsal yontemler ve direkt yontemlerdir

Nonlineer Y iik-Sehim Egris icin Céziim Prosediirleri (Al-Rasby, 1991)

Lineer artimsal yontemler

Nonlineer yuk—sehim egrisi lineer prosedir adimlariyla teskil edilir. Yuk, kuguk
artimlar olarak uygulanir ve bu artimlarin her biri icin deformasyondaki degisimler
lineer analiz kullanilarak belirlenir. Daha sonra, artimda, her yukin sebep oldugu
deplasman degisimleri hesaplanir. Lineer artimsal metot, deplasmanlarin elde
edilmesinde yuk adimlarinin baslangicinda mevcut deformasyonlar: ve i¢ kuvvetlere
dayal1 Tangent Rijitlik matrisini kullanir. Verilen yik adimlarinda, rijitlik matrisinin
terimleri sabit kaldig: igin, bunun bir defa hesabr yeterlidir.

Nonlineer artimsal yontemler

Hem yik adimi boyunca olusan deplasmanlar ve i¢ kuvvetlerin fonksiyonu hem de yik
adimlar1 basindaki mevcut deplasmanlarin fonksiyonu olan, artimsal rijitlik matrisi
kullanilir. Her bir yik artim igindeki iterasyonlar boyunca, rijitlik matrisi yeniden
belirlenir. Bu iterasyonlar artimsal yik ihmal edilecek diizeye gelinceye kadar devam
eder ve sonraki yuk artimu igin tekrar basa donultr. Boylece artimsal deformasyonlari
en iyi yaklasimla hesaplamamiz mimkan olmaktadir.

Direkt yontemler

Y uk sehim egrisi boyunca, herhangi bir yike karsi gelen deformasyon, tek adimda tam
yuk uygulanarak elde edilir. Bu metot toplam yukler ve toplam deformasyonlar esasina
dayanirken, artimsal yontemler, artimsal yukler, artimsal deformasyonlar esasina
dayanir. Direkt yontem, yUkin tek degerine karst gelen deformasyonu bulmak icin
uygun bir yontemdir. Kullamlan matris [K] Sekant Rijitlik matrisi olarak amlir. Bu
matris mevcut deformasyonlar ve i¢ kuvvetlere baghdir. Toplam yuk etkidigi zaman,
hesabin basinda bu yutkler bilinmedigi icin [K] matrisindeki terimler iterasyonla
belirlenmektedir.

Kath Kritik Noktalara Sahip Sistemler Igin Nonlineer Analiz
Y Ontemleri

Yapilarin baslangic ve ileri kritik burkulma davramsini incelemek icin yapinin
nonlineer yik sehim egrisinin elde edilmesindeki yaklasimlar nem kazanmaktadr.

Klasik Newton-Raphson veya diizeltilmis Newton Raphson yontemi nonlineer davranis
analizinde iterasyon stratgjisi olarak kullamlirken katli instabilite noktasinda yetersiz
kalir ki bu durum iki yénden yontemin dezavantgjicir. Birincisi, go¢gme yUkiu gergek
yik tasima kapasitesinden kiicilk belirlenmistir. ikincisi ise, yapinin ileri burkulma
davrams: tammlanmamaktadir. Iste bu sorunlar1 ortadan kaldirmak icin son yillarda
gelistirilen baz1 yeni yontemler sunlardir. YUk Kontrol Yodntemi, Deplasman Kontrol
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Y ontemi , Arc-Length Y ontemi, Is Kontrol Y 6ntemi. Burada , yukaridaki yontemlerden
Newton-Raphson kisaca anlatilirken, is Kontrol ve Arc-Length yontemleri izerinde
durulacaktr.

Newton-Raphson Y ontemleri

Yapilarin nonlineer ¢ozuimiinde ardisik yontem olarak ¢esitli Newton-Raphson (NR)
yontemlerinden, Newton-Raphson, Dduzeltilmis Newton-Raphson (MNR), Tam
Newton-Raphson (FNR) veya Baslangic Gerilme Yontemlerinden (I1SM) biri
kullanilmaktadir. Denklem (14)’de nonlineer problemlerin ardisik formulasyonu
verilmistir. Denklem (15) denklem (14)’ de yerine konulursa denklem (16) elde edilir.

K, {ad} ={F}- {7} (14)
{R}={F}- {F} (15)
K {34} ={R} (16)

Burada;
[K+]: Tangent rijitlik matrisi {R}: Dengelenmemis yuk vektorudur.
{dd}: Deplasman vektoru {P}: D1s kuvvet vektora { F}: Ug kuvvet vektori

Diger taraftan, ardisik islem teknigi tek nokta ¢ozimu saglar. Uygulamada ise, yapinin
yuk-deplasman davranisi bir bltin izlemek istenir. Bunun icin, artimsal ve ardisik
¢OzUim prosedurlerinin bir arada kullamilmasi gerekir. Ardisik/Artimsal ¢ozim igin
denklem (17)’ de goéruldugl gibi { P} dis yuk vektorinin orantisal degeri uygulanir.

[ ]+ {ad} =1 {F}- {F} - (17)

Burada; | : yUk parametresidir

Is Kontrol Yontemi (Chen ve Blandford, 1993)

Is kontrol yontemi yiik deplasman egrisinin yumusak snap-back ve snap-through limit
noktalarinin tespiti icin kullanilir. Bu yontemin de kendine 6zgu bazi tstunlUkleri
vardrr.

K] o{al =a{P}- {FRT (18)

[K]: Rijitlik matrisi, { g} : Deplasman vektord , { P}: YUk vektord, {F}:Dengelenmis
kuvvet vektord, k+1: gegerli yuk adim, | : YUk parametresi

Denklem (18)’un ¢Ozumu igin bir yik c¢arpan blyukluginin secimini gerekmektedir.
Ardisik veya artimsal degerin oA, segimi igin degisik teknikler kullamlabilir. Artim
degerinin sabit olmasi, bir veya daha fazla limit durumun tespiti igcin uygun degildir.
Ayrica oA, secim stratgjisi nonlineer davranis derecesine dayanmalidir. Arc Length ve
Duzeltilmis Arc Length metotlarinda yik ve deplasman artimi arc length (yay
uzunlugu) kontrol edilirken degismektedir. Her iki metot da limit durum problemlerini
¢Ozebilmektedir. Bununla birlikte arc length 6lgiimi, yakinsama veriminin dismesine
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neden olan tutarsiz birimleri kullanmaktadir. Is Kontrol Yéntemi bu sorunu
¢Ozebilmektedir.

Arc-Length Yontemi ( Fafard ve Massicotte, 1993)( Y ang, 1994)

Gercgekte bitiin yapilar limit nokta 6tesinde bir davranis sergilerler ve bu nedenle bu
calismalar dogrudan analiz ve dizayn prosedirleri ile ilgili ¢alismalardir. Newton-
Raphson ve Modified Newton-Raphson yontemleri yapilarin nonlineer davramsinda
burkulma yikunin hesabinda oldukga genis bir uygulama alanina sahiptir. Fakat degisik
Newton yaklasimlari tek baglarina, limit nokta civarindaki noktalarda ¢ozimiin
saglanmasinda basarisiz kalmaktadirlar. Yakin zamanlarda ilk dnce Riks ve Wepner
tarafindan 6nerilen Arc-Length metodu, limit nokta civarinda, Newton metotlarinin tek
baglarina kullanildigr zamanki basarisizligim ortadan kaldirmaktadir. Bu yontem de,
yuk parametresi de bilinmeyen deplasmanlar gibi degisken olarak alinmustir. Sinirlama
denklemi deplasmanlar: ve yikleri kapsayacak Arc-Length algoritmalari mevcuttur. Bu
algoritmalarda sinirlama denkleminde ytk terimi ihmal edilmemekte, deplasmanlarin ve
yuklerin farkli buyuklUkler oldugu da bilinmektedir. Bu Arc-Length algoritmalarin
hepsinde skala parametrelerinin otomatik hesabr esastir ve bdylece yuk artimi igin etkin
yaklasim saglanmaktadir. Yontem, M.N.R prosedurt kullamlarak mevcut “sonlu
eleman” standartlar1 icine kolayca uyarlanabildiginden Crisfield ve Ram tarafindan son
zamanlarda daha da cazip hale getirilmistir

AP (@nP)

YUK

AP

Depla§nm

Sekil 5.6. Arc-Length Y dntemi

Arc-Length yontemlerine nem kazandiran husus, yuk-deplasman egrisinde kullanilan
sinirlama denkleminin yapisidir. Pek c¢ok arastirmaci, deplasman ve yuklerin farki
blytklukler olduklarini belirtmigler, fakat, uygulamada, yuk terimi katkist ihmal
etmislerdir. Nonlineer analizde kullanilan artimsal metotlarda, bir diger 6nemli husus
ise, yuk artim adimlarinin segiminde ortaya gikmaktadir. Bergan, guncel rijitlik
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parametresi(CSP ,Current Stiffness Parameters) onermektedir. Oysa Crisfield ve Ram,
kullamict tarafindan ©6nceden belirlenmis iterasyon sayist ile ilgili yuk adiminda
yakinsama igin gerekli iterasyon sayisinin oranlarina dayali bir yaklagim esas
almuglarcir. Onceki yaklasim, limit nokta civarinda oldukca kiigik yikleme achiminda
sonuca gitmektedir. Bdylece yapinin tam davramsi icin ¢cok sayida yikleme adim
sayisina ihtiyag vardir. Sonraki yaklasim ise, bir adim igin iterasyon sayisi artisim g6z
Onlne alarak daha az yukleme adimi sayisimi esas alir. Yani birincisinde, adim miktar1
kicuk acdim sayisi fazla, ikincisinde acim miktar: bir orana gore bulunur. Fakat her
adimda iterasyon sayisi fazladir. Genelde nonlineer analizin degeri yuk-deplasman
egrisinde gerekli yuk adimi sayisina bagl olarak artar. Nonlineer yapi analizinin tam
anlamiyla hassas olmasi igin, yuk adiminin otomatik hesaplanmas: gerekmektedir.
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